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44次元立体の投影次元立体の投影
--超球面，超直方体，超４面体超球面，超直方体，超４面体--

Cabri Cabri 研究会研究会 20112011年年1212月月44日日
生越生越 茂樹茂樹

§1.  3次元立体の ２次元への投影
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§1-1.  単位球の中心投影
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と球の交円の中心投影は円

の包絡線が単位球の中心投影 K

この包絡線は 次曲線で，球に外接

する円錐と の交線と一致する． 2 2 2 2 2
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球の中心を 円錐との接点を

の中心投影を

の
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3次元球面の投影.cg3

平面z=t による断面を

利用した中心投影の作図
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=次元物体 の平面 による 次元断面を ，

原点を中心とした 倍の相似変換を とすると，

の による像 の通過領域が の中心投影となる
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§1-2.   直方体の中心投影
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底面が と平行な直方体のとき，

底面と上面の中心投影は長方形，

直方体の中心投影は，長方形 個と

側面を投影した 台形が 個．特別な

場合には 長方形の つがもう　つの

長方形に含まれる

 1 ( ) .

一般の直方体のときは，どの

四角形も台形や長方形にならない．

しかし直方体の平行な辺の像の

延長は 点 消点 で交わる

直方体1.cg3,  直方体2.cg3

§2.  4次元立体の 3次元への投影
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への中心投影を とすると
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§3.超球面

§3.1  単位超球の中心投影
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　 単位超球

の超平面 による断面を とすると，

　　　　

の中心は 定点 　この球を

で移した球を

原点中心の相似変換

とすると
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の通過領域 が の中心投影となる は 次曲面で，

超球に外接する超円錐と の断面と一致する． 次元の場合と同様にして，

，

Sの中心投影K

T ’

超球面の投影.cg3

超球面の投影.nb
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超平面u=t による断面を

利用した中心投影の作図
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=次元物体 の超平面 による 次元断面を ，

原点を中心とした 倍の相似変換を とすると，

の による像 の通過領域が の中心投影となる

§4.  超直方体
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§4-1.  超直方体の定義

   V , 4 V 
   , V
   V
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   1  1 (Tesseract) ,

B

  

,C

３次元空間 内の直方体を 次元空間内で に直交する方向に平行移動して

できる立体を超直方体と定める．以下 に属さない辺やベクトルは点線で，

内の辺やベクトルは実線で表す．また平行移動する前の頂点は大文字

で，これらを平行移動した点は小文字の で表す．

辺が の超立方体 は 例えば 次のような座

の

標で与えられる.
A(0,0,0,0), B(1,0,0,0),C(1,1,0,0),D(0,1,0,0),E(0,0,1,0), F(1,0,1,0),G(1,1,1,0),H(0,1,1,0)
a(0,0,0,1),  b(1,0,0,1), c(1,1,0,1), d(0,1,0,1), e(0,0,1,1),  f(1,0,1,1), g(1,1,1,1), h(0,1,1,1)

, ,  (vertex), (edge), (face) 
            ,     
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直方体の頂点辺面の数

の数 個

の数 本

　　 面の数 は，

を とすると，超直方体の

　　 頂点 は

枚

　

　　

　 辺 は

胞の  ,         4 2 8C C = × =数 は 室

¿Question?
超直方体の頂点，辺，面，
胞（超表面上の立体)の数は?

(cell) ,  2   ,
           0 1,   0 1,    0 1,    0 1
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胞 は 超直方体の４つの軸に関し 室ずつできる. 例えば

　　

の場合は，超表面 と 上に 次の 次元立体 胞 ができる．
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§4-2.  超直方体の中心投影

1

u u

212(   ( ) 
  , 3  .

,  : 
                 / / /

' ' 
K  

) 

,   ,   
  

 
 .   K

' ' 
ji

t t

S u u t
T t

X x t y t z t

u u u t

Z

T

T
Y
T

T
S

u≤ ≤ ≤ ≤=

= = =

超直方体 の超平面

による断面 は 次元の直方体で， によらない

この直方体を 原点中心の相似変換

の通過領域

が の中心投影となる は多面体となり，

特別

で移した直方体

な場合

を とすると，

が のには， 内部に含 .まれる

超直方体の射影.cg3

面

§5.  超4面体
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§5-1.  超4面体の定義

A(2 2,0,0,0), B( 2, 6,0,0), C( 2, 6,0,0), D(0,0,4,0), a(0,0,1
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超
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面

正 面

【例 】 が超平面 上にある 辺が の

【例

３次元空間 内の三角錐の頂点と 次元空間内で にない点 とを結んできる

立体を

】 が超平面 上にある 辺が

超 面体と定

の

める．
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 A(2,0,0,0), B(0,2,0,0), C(0,0,2,0), D(0,0,0,2), a(1 ,1  1  1 )   − − − −

体 　

τ τ, τ, τ τは黄金比

−

定義.cg3
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の数 個

の数 本

　　 面の数 は， 枚

　　

面体の頂点辺面の数を とすると，超 面体

胞の数 は

の

　　 頂点 は ＋

　　 辺 は

  1 4 1 5C f= + = + = 室

¿Question?
超4面体の頂点，辺，面，
胞（超表面上の立体)の数は?

(cell) , ,  A-BCD, a-ABC, a-ABD, a-ACD, a-BCD 5胞 は 具体的には 　の 室
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§3-2.  超4面体の(u=1上への)中心投影
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上の四面体 と

超平面 と線分 の交点を 空間へ直投影した

上の 点 を結んで出来る

超四面体を とする． が

点 は の直投影 と

と を に内分する時，

に内分した点となる

故に

を

による断面 は 点 を中心に を

倍に拡大した四面体

の

となる
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この四面体を 原点中心の相似変換

点 の 上への中心投影を

倍に拡大

した四面体となる

で移した四面体を

とすると は を中心

．

を変化させた時 の通過領域が の中心投影

に

５胞体の切断と射影.cg3

[1]B,C,Dのz成分が0の時，u=tによる断面の直投影

[2]断面の直投影を中心投影した四角すいの
頂点は，線分a’A, b’B,c’C, d’D上にある．

[3]超四面体の中心投影

まとめまとめ

中心投影では，形は歪むが，全体像が
見える．(例．超球面と外接3次元空間)

u=t による断面が容易に求まる場合は，Cabri-
3Dでも, 投影を, かなりの程度 見る事が可能．


